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Qual a dimensao do movimento
Browniano?

Por meio deste trabalho, visamos determinar qual a dimensdo do
movimento browniano. Segue-se uma breve descricio do que vem a ser
este movimento, onde podemos encontra-lo, e como determinar a dimensao
deste através de exemplos praticos.

1 - Introducao

Entende-se por movimento browniano o movimento aleatério de um
ente fisico, do qual ndo podemos descrever matematicamente sua posicao
em funcdo do tempo. O caminho percorrido por uma curva browniana €
irregular e também altamente imprevisivel, o que torna a localizagdo de
uma particula neste movimento extremamente dificil e as vezes impossivel.

2- Curvas brownianas em 1 dimensao

O movimento se dard apenas em uma Unica direcdo, vamos supor
que uma particula animada possa se mover ao longo do eixo x de um plano
cartesiano. Esta iniciard seu movimento na posicdo x = 0 (t = 0). Tal
particula poderd se locomover em dois sentidos: na dire¢do dos X positivos
(x > 0) ou dos x negativos (x < 0). Como esquematizado na figura 1.
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Figura 1 — esquema mostrando uma particula que pode se mover em apenas uma
dimensao.
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A figura 1 mostra um esbo¢o bdsico de como é o movimento
browniano em uma dimensdao. Em duas dimensdes o movimento € andlogo
ao descrito, mas a particula pode se mover também na dire¢do de um eixo y
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Figura 2 — esquema mostrando uma particula que pode se mover em duas
dimensoes.

No inicio do século XX, Louis Bachelier observou que o mercado de
acoes tinha aspecto visual muito semelhante a0 movimento browniano em
1 dimensao, conforme a figura abaixo [1]. A semelhanca visual € realmente
grande e impressionante, por isso é natural que uma andlise superficial
conduza a conclusdo ingénua de que a variacdo de precos no mercado é
descrita por movimentos brownianos. Mas uma andlise mais séria revela
que tal hipétese € totalmente desprovida de fundamento.
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Figura 3 — Gréfico das a¢des de uma bolsa de valores.
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Podemos caracterizar um processo fractal como o mostrado abaixo:

1
yltl= (X—ij[kt] (D)

onde H € o coeficiente de Hurst, e A € um niimero constante e maior do que
Zero.

Um movimento Browniano possui o coeficiente de Hurst H=1/2 [2].
Logo, podemos reescrever a equagao (1) da seguinte forma

y[r]=(x%)y[m @)

que € a equagdo para um movimento browniano que nos possibilita obter
curvas de y em fun¢do do tempo.

Mandelbrot em seus trabalhos, demonstrou que o coeficiente de
Hurst das curvas obtidas com ag¢des na bolsa de valores tem valores
diferentes de 1/2, o que comprova que agdes (como mostramos na figura 3)
ndo necessariamente seguem um padrao browniano.

Mais abaixo, mostraremos como obter curvas brownianas de forma
correta, e como calcular as suas dimensoes.

3- Curvas brownianas em 2 dimensoes

O matematico Nobert Wiener demonstrou que a curva browniana
tem comprimento infinito. O caminho tracado por uma particula € tdo
enrolado que, se esperdssemos um tempo infitamente longo, ela percorreria
todo o plano, sem deixar de passar por nenhum ponto. Tecnicamente se diz
que, contrariando as aparéncias, o caminho percorrido pela particula
browniana ndo € uma linha, mas é uma superficie, € com isso, podemos
afirmar que a dimensao deste movimento € igual a 2 [3].

4 — Como desenhar tais curvas

Um exemplo de movimento Browniano pode ser encontrado no site:
http://www.mscf.uky.edu/~mai/java/stat/brmo.html [4] que contem um
applet que mostra em 1 e 2 dimensdes o comportamento das curvas
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brownianas. Na figura 2 iremos mostrar um screenshot desta pagina da
internet. No quadro a esquerda desta figura, observamos o comportamento
de uma curva browniana em duas dimensdes depois de certo tempo
qualquer, e na direita o de uma curva browniana em 1 dimensao.

; Two and one dimensional Brownian motion - Microsoft Internet Explorer

Arquivo  Editar  Exibir  Favoritos  Ferramentas  Ajuda o
. Y ~ A 5 5 = : 5 >
Q-0 \ﬂ \g 0 M) D-im M- il 33 | Google[C~ w|Oko? () Corfiguragtiesw
@Jhttp:,ifwww.mscf.uky.eduﬂmma\havaﬂstat;‘brmo.html .v; = ki

How to use this applet:

The applet shows a square on the left, the 2 dimensional Brownian Motion starts at the center. On the right, a 1
dimensional Browmian Motion is plotted (just the y position on the 2 dim picture plot agaimst time). Click on "Start" to
begin. Click "start” again to a new piece of paper. After a while, the Brownian motion will probably be outside of the
square (in fact, almost surely). The theory algo say that it will return to the center with probability one, but do not hold
your breath for it---the expected tume before return to the origin is infinity. Another mteresting fact 1s that the path he
follows is continuous but no where differentiable.

Start | Slower | Faster

Mumber of steps: 4019 Current position: 102 and 146

Written by Mai Zhou Copyright © 1998 Mai Zheu All rights reserved.

w
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Figura 2 — Screenshot da pagina http://www.mscf.uky.edu/~mai/java/stat/brmo.html

Um exemplo utilizando o programa Mathematica 5.2 para obtencao
dos gréficos em duas e trés dimensdes pode ser visto na referéncia [5].

4.1 - Uma dimensao

Utilizando o programa Mathematica 5.2, podemos fazer um esboco
do grifico de uma particula efetuando movimento browniano em 1
dimensdo. O grifico que queremos obter é o de posi¢cdo em fungdo do
tempo, como o mostrado a logo depois de apresentarmos os comandos
necessarios para a obtencdo do gréfico 3.

n=100000;
lista=(inicial=0;Table[inicial=inicial+Random[Real,{-100,100}],{n}]);

Rio Claro, novembro de 2007.
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ListPlot[lista, PlotJoined->True,PlotRange ] All]
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Grifico 3 — Movimento browniano em 1 dimensdo. Gréfico da posicao em funcio do
tempo (as escalas s6 servem de auxilio, ndo tivemos rigor matemadtico em sua obten¢do)

O movimento da particula mostrada no grafico 3 € auto-afim e nao
auto-similar, ou seja, as dimensdes nas escalar horizontais e verticais nao
sdo proporcionais na medida em que mexemos na amplificacdo do grafico.
Logo, o método de contagem de caixas “box-conting” ndo se aplica para
podermos calcular a dimensao fractal desta séries ditas séries temporais.

Quando os fractais sdo auto-similares (um tnico fator de escala para
as direcdoes vertical e horizontal), como a curva de Koch, ou
estatisticamente auto-similares, a costa de uma ilha, usamos a dimensdo de
similaridade ou ‘“box-counting” para caracterizd-los. Mas na Natureza
temos também os fractais com a propriedade de auto-afinidade (escalas
diferentes para as dire¢des vertical e horizontal). Como exemplos de
figuras auto-afins, podemos citar 0 movimento browniano ou o formato de
uma montanha.

4.2 — Duas dimensoes

O programa a seguir € um exemplo de randon walk em duas
dimensdes [6], que nada mais é que um exemplo de movimento browniano.

Rio Claro, novembro de 2007.
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Iremos deixar os comandos necessdrios para a obten¢@o do grifico para que
qualquer pessoa possa reproduzir a figura 3. Note que o nimero de passos
utilizados (n) é de 5000, mas o valor de n pode ser alterado na medida em

que se fizer necessdrio.

doisPi=N|[2Pi];
RandomWalk2D[N_]:=Module[{l1={{0,0} },x={0,0},1=0,th},
Do|

u=doisPi Random[];

x+={Cos[th],Sin[u] };

1=Append[1,x],
{N}
15
1

|

n=5000
rw=RandomWalk2D|[n];
Show[Graphics[{Line[rw],{PointSize[.005],Point[rw[[-1]]]} },Axes-

>False],AspectRatio->Automatic]
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Figura 3 — Grifico de um movimento browniano com 7 passos.
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5 — Calculos das dimensoes das curvas

5.1 - Uma dimensao

Para um processo auto-afim, a dimensao [2] pode ser dada por:
D=2-H 4)

onde H ¢é o valor do expoente de Hurst.
Queremos a dimensdao do movimento browniano com H=1/2, logo a
dimensao deste é:

D=2 -1/2 5)
D=15
Outros valores para a dimensao D podem ser encontrados na medida
em que analisamos movimentos brownianos fraciondrios (fbm), para o
leitor interessado, vale a pena tentar buscar formas de obter e caracterizar
tais curvas.

5.2 — Duas dimensoes

Utilizamos o software Fractal Dimension para podermos obter a
dimensdo da curva obtida na figura 4, e obtemos de acordo com o
screenshot tirado do programa que a dimensao da curva é 1.589 (ver figura
4). Vale frisar que na medida em que aumentamos o nimero de passos (n),
maior serd a dimensdao da curva obtida, e no limite, quando o nimero de
passos tende ao infinito, a dimensdo tende a 2, pois a curva ird preencher
totalmente o plano.
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Figura 4 — Screenshot do programa Fractal Dimension utilizado para obtermos a
dimensao de figuras planas.
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Conclusoes:

A partir de tudo o que fora exposto neste trabalho, concluimos que um
movimento browniano em uma dimensdo € caracterizado por ter um
coeficiente de Hurst H=1/2, e também que a sua dimensdo é 1,5. Os
movimentos browniano em duas dimensdes tem por grande caracteristica o
fato de que quando o nimero de passos tende a infinito, a dimensdo € 2,
pois a curva ird preencher o plano totalmente.
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